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Resume. Nous etudions la propagation de la 2-birationalite dans les 2-extensions de corps 
de nombres. Nous prouvons que pour toute extension quadratique totalement imaginaire 2- 
birationnelle L d'un corps de nombres 2-rationnel totalement reel K , la propagation de la 
2-birationalite par 2-extension de K n'est possible, a composition pres par une 2-extension 
cyclotomique, que dans le cas quadratique. Nous la caracterisons completement en termes de 
ramification moderee ce qui permet de construire des tours infinies de telles 2-extensions. 

Abstract. Let LJK be a 2-birational CM-extension of a totally real 2-rational number field. 
We characterize in terms of tame ramification totally real 2-extensions K'/K such that the 
compositum L' = LK' is still 2-birational. In case the 2-extensions K'/K is linearly disjoint 
from the cyclotomic Z2-extension K'^/K, we prove that K'/K is at most quadratic. In the 
other hand we construct infinite towers of such 2-extensions. 



1 Introduction 

La notion de corps S'-rationnel a ete introduite dans [s\. en liaison avec les 
resultats de [K!], pour generaliser la notion de corps de nombres ^-rationnel 
rencontree implicitement dans des contextes varies par plusieurs auteurs puis 
explicitement definie et etudiee par [11] d'une part et [4] d'autre part (c/. [7]). 
Rappelons ce dont il s'agit : si £ est un nombre premier et S un sous-ensemble 
non vide de I'ensemble PI ^ des places de K au-dessus de £, on dit que le corps 
de nombres K est S'-rationnel lorsque le groupe de Galois Qk = Gal{M' / K) de 
sa pro-€-extension (galoisienne) f-ramifiee maximale est le pro-£-produit libre 

vis 

des groupes de Galois locaux Qk^ = Gal{Kpl K^) respectivement attaches 
aux pro-^-extensions maximales Kp des completes Kp de K aux places reelles 
ou £-adiques qui ne sont pas dans S, et d'un pro-^-groupe libre T ; dans ce cas, 
le nombre / de generateurs de est donne par la formule 

(m) f = d-r-c-l + s + l, 

ou d est la somme des degres locaux d = Zi6s['^i ■ r, c, Z, s sont respecti- 

vement les nombres de places reelles , complexes, ^-adiques ou dans S de K (cf. 
[8]), th 2.7). Lorsque S est un singleton {(}, on parle de corps I-rationnel et si 
Pl^ est lui meme un singleton, on dit tout simplement que K est £-rationnel. 
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Dans ce dernier cas {i.e. pour Z = s = 1), la formule (m) ci-dessus donne 
/ = c + 1 ; et la condition (i) affirme que Qk est le pro-£-produit libre d'un 
pro-£-groupe libre de dimension c + 1 (qui s'identifie an groupe de Galois de la 
sous-extension oo-decomposee maximale M/K de M'/K) et des r sous-groupes 
de decomposition attaches aux places reelles de K. Lorsque le corps K contient 
en outre les racines £-iemes de I'unite, ceci a lieu si et seulement si le ^-groupe 
des ^-classes de diviseurs de K {i.e. le quotient du f-groupe des classes 
d'ideaux prises an sens restreint par le sous-groupe engendre par la classe de 
I'ideal premier au dessus de i) est trivial (c/. e.g. [7]), ce qui s'ecrit : 

{Hi) C£'j^ = 1, 

de sorte que la notion de £-rationalite coincide alors avec celle de ^-regularite 
introduite par Kummer dans I'etude des corps cyclotomiques Q[C£]- 

La question de la propagation de la S'-rationalite dans une ^-extension L/K 
de corps de nonibres a ete completement resolue dans [s] pour les £ premiers 
impairs. Pour £ = 2 et L/K quadratique il pent arriver que le corps de base K 
soit [-rationnel en une place 2-adique decomposee dans I'extension L/K et que 
L soit [-rationnel en chacune des deux places au-dessus de [ ; on dit alors que le 
corps L est birationnel. Le passage de la 2-rationalite a la 2-birationalite dans 
une 2-extension L/K a ete completement traite dans [!)] pour K totalement reel. 
Rappelons le resultat principal : 

Theoreme 0. Soit L/K une extension quadratique totalement imaginaire d'un 
corps de nombres totalement reel. Les assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) Le corps L est 2-birationnel, 

(ii) Le corps K est 2-rationnel, son unique place 2-adique est decomposee dans 
L/K et I'extension L/K est ramifiee moderement soit en une place semi- 
primitive p soit en deux places primitives p ei q. 

Dans ce contexte, une place finie p du corps de base K est dite primitive 
lorsqu'elle est totalement inerte dans la Z2-extension cyclotomique K'^ / K ; semi- 
primitive lorsqu'elle est decomposee dans le premier etage de K'^/K et inerte 
au-dela. Une telle place est, en particulier, moderee {i.e. ici etrangere a 2). 

L'objet du present travail est d'etudier la propagation de la 2-birationalite 
par 2-extension (galoisienne) du corps de base. Le probleme est le suivant : 
etant donnes une extension quadratique a conjugaison complexe L d'un corps 
totalement reel K d'une part, une 2-extension totalement reelle K' de K d'autre 
part, nous regardons a quelle condition sur les extensions L/K et K' /K la 2- 
birationalite de L/K se propage a I'extension induite LK' /K' . 

Le resultat a priori surprenant que nous obtenons est le suivant : 

Theoreme 1. Lorsque la 2-extension totalement reelle K' / K est ramifiee mo- 
derement en une place p (auquel cas celle-ci est primitive et c'est I'unique place 
moderee qui se ramifie dans K'/K), la propagation de la 2-birationalite de L/K 
a LK'/ K' a lieu si et seulement si les deux conditions qui suivent sont realisees : 

(i) I'extension L/K est ramifiee moderement en exactement deux places : en 
la place p et en une autre place primitive q ; 
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(ii) le corps K' provient, par composition avec un etage fini Kn de la Z2- 
extension cyclotomique K'^ j K , d'une extension quadratique K" de K. 

En d'autres termes, si Ton impose a K' j K d'etre lineairement disjointe de 
la Z2-extension cyclotomique X'^/A", la propagation de la birationalite est im- 
possible lorsque LfK est moderement ramifiee en une place semi-primitive; et 
lorsque LjK est moderement ramifiee en deux places primitives p et q, elle 
n'est possible que par extension quadratique p-moderement ou q-moderement 
ramifiee, ce qui conduit, comme nous le verrons, a deux possibilites (et deux 
seulement) pour K' . En iterant le processus, en revanche, il est alors facile de 
construire des tours infinies de telles extensions. 

2 Corps 2-rationnels 

Pour la commodite du lecteur nous rappelons brievement ci-dessous quelques 
uns des resultats de [4] et [11] sur les notions de regularite et de rationalite : 

Definition 2. Soit t un nombre premier. Un corps de nombres K est dit : 

(i) £-regulier, lorsque le £-sous-groupe de Sylow du noyau i?2(A') dans K2{K) 
des symboles reguliers est trivial; 

(ii) i-rationnel, si le groupe de Galois Qk = G&\{M j K) de sa pro-extension 
maximale £-ramifiee 00 -decomposee est un pro-t-groupe libre. 

Lorsque K contient le sous-corps reel maximal Q[C + (^"^] du £-ieme corps 
cyclotomique Q[C], il est equivalent d'affirmer qu'il est £-regulier ou qu'il est 
£-rationnel (c/. [7], Theoreme 1.2). C'est evidemment le cas pour £ = 2. Ainsi : 

Theoreme 3. K est 2-rationnel lorsqu'il verifie les proprietes equivalentes : 

(i) La 2-partie du noyau dans K2{K) des symboles reguliers est trivial. 

(ii) Le groupe de Galois Qk = Gal{M / K) de sa pro- 2- extension maximale de 
K 2-ramifiee et 00-decomposee est un pro-2-groupe libre (necessairement 
sur 1+ck generateurs, si ck est le nombre de places complexes de K). 

(Hi) Le groupe de Galois Q'j^ = GdX{M°'^ j K) de sa pro-£- extension abelienne 
maximale 2-ramifiee 00-decomposee est un 'L2-module libre de rang 1+ck- 

(iv) Le corps K verifie la conjecture de Leopoldt (pour le nombre premier 2) et 
le sous-module de torsion Tk de Gal (A/"'' /A') est trivial. 

(v) K possede une unique place dyadique I et son 2-groupe Ct^ des 2-classes 
d'ideaux au sens restreint est trivial. 

L'equivalence des diverses assertions (i) a (v) n'est autre que la declinaison 
pour £ = 2 du Th. 1.2 de [7]. La formulation (ii) montre clairement que la 2- 
rationalite se propage par 2-extension 2-ramifiee 00-decomposee, done a chaque 
etage fini A',i de la Z2-extension cyclotomique. En particulier les 2-groupes de 2- 
classes C£'j^ sont tous triviaux et le 2-groupe C£k des 2-classes logarithmiques 
de K est ainsi trivial. Comme explique dans [(>], il suit de la qu'un tel corps 
satisfait aussi la conjecture de Gross (pour le nombre premier 2). 

La question de la propagation de la ^-rationalite a ete completement resolue 
par [4] et [11]. Elle s'appuie sur la notion de place primitive. Pour ^ = 2, on a : 
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Definition 4. Etant donne un corps de nomhres K , un ensemble S de places 
moderees de K (i.e. id de places finies etrangeres d 2) est dit primitif (relati- 
vement au premier 2) lorsque la famille des logarithmes de Gras de ces places 
(i.e. de leurs images dans le groupe de Galois C = Gal{Z/K) du compositum Z 
des 7^2- extensions de K) pent etre completee en une 'L2-hase de C 

Ainsi, lorsque K un corps totalement reel qui satisfait la conjecture de Leo- 
poldt (pour le premier 2), par exemple un corps 2-rationnel, les ensembles pri- 
mitifs de places moderees de K sont exactement les singletons £' = {[}, ou I est 
une place de K totalement inerte dans la Z2-extension cyclotomique Zj K. 

Definition 5. Une 2- extension L/K est dite primitivement ramifiee lorsque 
V ensemble TZ^/k des places moderement ramifiees dans L/K est primitif. 

Le resultat de propagation (c/. [7]. Theoreme 3.5) s'enonce alors comme suit : 

Theorems 6. Etant donne une 2-extension de corps de nombres L/K, les deux 
conditions suivantes sont equivalentes : 
(i) Le corps L est 2-rationnel. 

(ii) Le corps K est 2-rationnel et Vextension L/K est primitivement ramifiee. 

Donnons par exemple la liste des corps multiquadratiques 2-rationnels : 

Corollaire 7. Les corps multiquadratiques reels K qui sont 2-rationnels sont 
les sous-corps des corps biquadratiques Q[\/2,^/p] pour les nombres premiers p 
primitijs, c'est-d-dire verifiant p = ±3 mod 8. En d'autres termes ce sont : 

(i) le corps des rationnels Q; 

(ii) les corps quadratiques Q[\/2], (Q[^]; 'Q[\/2p\ ; 
(Hi) les corps biquadratiques Q[\/2, ^/p] ; 

ou p est un premier primitif : p = ±3 mod 8. 

Les corps multiquadratiques imaginaires 2-rationnels sont : 

(iv) les corps quadratiques Q[\/^], Q[V^], Q[^/=p], Q[\/^] ; 

(v) les corps biquadratiques Q[\/--l,\/2], Q[V-1, Q[\/~2, ^/p] ; 

(vi) les corps triquadratiques Q[\/-T, \/2, ^/p] ; 
oil p est un premier primitif : p = ±3 mod 8. 

Preuve. Le corps Q etant 2-ratiomiel, il suffit d'ecrire que la ramification mode- 
ree ne peut concerner qu'au plus un premier impair p, lequel doit en outre etre 
primitif, i.e. inerte dans le premier etage Q[\/2]/Q de la Z2-extension de Q ; ce 
qui se traduit par la congruence annoncee : p = ±3 mod 8. 

3 Corps 2-birationnels 

Venons-en maintenant a la notion de corps 2-birationnel (c/. [8] et [9]) : 

Definition 8. Un corps de nombres K est dit {-rationnel en une place { au- 
dessus de £ si sa £-extension £-ramifiee, l-decomposee maximale est triviale. 

Naturellement la trivialite du groupe de Galois de la pro-£-extension £- 
ramifiee, I-decomposee maximale se lit sur son abelianise. On peut alors inter- 
preter la notion de la pro-(-rationalite en termes de corps de classes. Introduisons 
pour cela quelques notations de la Theorie ^-adique du corps de classes ( cf. [(>]). 

Notons : 
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- TZxp le compactifie £-adique du groupe multiplicatif du complete Kp ; 

- fj,p le sous-groupe de torsion de TZxp ; 

~ 'Jk = n™'' T^Kp le ^-adifie du groupe des ideles de K ; 

- TZk = TLf ® son sous-groupe principal ; 

^ = JkITIk enfin le ^-groupe des classes d'ideles. 

Le groupe Ck s'identifie au groupe de Galois de la pro-£-extension abelienne 
niaxiinale de K. Et d'apres [s] Th. 1.7, il vient : 

Proposition 9. Le corps K est {-rationnel si et seulement si on a I'identite : 

Jk = T^kT^k, n Mp / 

ce qui a lieu si et seulement si les deux conditions suivantes se trouvent reunies : 

(i) le groupe des £-classes d'ideaux C£k du corps K est trivial; 

ii) I'application de semi-localisation s[ induit une surjection du tensorise E'j^ 
du groupe des i-unites de K sur le produit TZ'i = Ilp\ex,;p^iT^Kp ■ 

Remarque. Sous les conditions precedentes, K est logaritliiquenient principal en 
ce sens que son ^-groupe des classes logarithiques Cix est trivial. En particulier 
K verifie banalement la conjecture de Gross generalisee (pour le premier £). 

Ces definitions generales etant posees, nous pouvons specifier au cas £ = 2. 

Theoreme 10. Un corps totalement imaginaire L est dit 2-birationnel lorsqu'il 
est l-rationnel en chacune des places 2-adiques (en ce sens qu'il n'admet pas de 
2-extension, 2-ramifiee, l-decomposee non triviale), ce qui a lieu si et seulement 
si les trois conditions suivantes sont verifiees : 

(a) L admet exactement 2 places 2-adiques I et I' ; 

(h) le 2-groupe C£l des 2-classes d'ideaux de L est trivial, i.e. 2-groupe des 
classes d'ideaux de L est engendre par les images de 1 et de I'. 

(c) les plongements canoniques de dans et V^, induisent des isomor- 
phismes ~ Ti-Li - ^l,/ du tensorise 2-adique du groupe des 2-unites 
de L sur les compactifies locaux associes aux places 2-adiques. 

Nous avons maintenant besoin d'introduire la notion de place semi-primitive. 

Definition 11. Soit K un corps de nombres totalement reel qui satisfait la 
conjecture de Leopoldt en £ = 2 et K"^ sa Z2-ea;<ension cyclotomique. Nous disons 
qu'une place finie moderee (i.e. id ne divisant pas 2) est : 

- primitive, lorsque son image dans le groupe procyclique Gal{K'^/K) n'est 
pas un carre, autrement dit lorsqu'elle n'est pas decomposee dans K'^/K ; 

- semi-primitive, lorsqu'elle se decompose dans le premier etage de la Z2- 
extension cyclotomique K'^/K mais pas au-dela. 

Cela pose, nous avons les resultats suivants (cf [')] Th. 4 & Prop. 5) : 

Theoreme 12. Soit L/K une extension quadratique totalement imaginaire d'un 
corps de nombres totalement reel. Les assertions suivantes sont equivalentes : 

(i) Le corps L est 2-birationnel. 

(ii) Le corps K est 2-rationnel, son unique place 2-adique est decomposee dans 
L/K et I'extension L/K est ramifiee moderement soit en une place semi- 
primitive p soit en deux places primitives p et q. 

(Hi) K est 2-rationnel ; L est 2-logarithmiquement principal ; et L/K est 2-de- 
composee et ramifiee moderement en au moins une place. 
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4 Corps multiquadratiques 2-birationnels 

Nous nous nous proposons dans cette section de mettre en ceuvre les equiva- 
lences donnees par le Th. 12 et la classification des corps multiquadratiques reels 
2-rationnels explicitee dans le Cor. 7 pour dresser la liste des corps multiqua- 
dratiques 2-birationnels : un tel corps L s'obtient, en effet, par composition d'un 
corps quadratique imaginaire k = Q[\/--d] et d'un corps multiquadratique reel 
K, qui est necessairement 2-rationnel en vertu de la condition (m) du Tlieoreme. 

Le resultat que nous obtenons est le suivant : 

Theoreme 13. Soient L un corps multiquadratique imaginaire et K son sous- 
corps reel maximal. Le corps L est alors le compositum du corps multiquadratique 
reel K et d'un corps quadratique imaginaire k = Q[\/-d], pour un d > 1 sans 
facteur carre. Et L est 2-birationnel si et seulement si K est 2-rationnel (i.e. 
un sous-corps de Q[\/2, ^/p] avec p = ±3 mod 8) et que Von est dans I'une des 
quatre configurations suivantes : 

(a) Pour K[V2] = Q[V2] : 

(i) d = q premier avec q = 7 mod 16 ; 
(a) d = qq' avec q, q' premiers et q = -q' = ±3 mod 8. 

(b) Pour K[V2] = Q[\/2, ^p] ; 

(i) d = q + p premier avec -q = p = ±3 mod 8 et {^) = -1 ; 

(ii) d = q + p premier avec -q = p = ±3 mod 8 e< (^) = +1. 

Pour demontrer cela, nous nous appuierons sur le lemme : 

Lemme 14. Soit L une extension quadratique totalement imaginaire d'un corps 
totalement reel K. Pour tout n € N, soit Kn le n-ieme etage de la 'Z2-extension 
cyclotomique K'^ de K et L„ = KnL le compositum. On a alors les equivalences : 

(i) K est 2-rationnel Kn est 2-rationnel. 

(ii) L est 2-birationnel Ln est 2-birationnel. 

Preuve. Commengons par etablir le Lemme 14. 

Observons d'abord que la Z2-extension cyclotomique K'^/K etant 2-ramifiee, 
il en est de meme de toutes ses sous-extensions finies Kn/K, de sorte que la 2- 
rationalite de K est bien equivalente a celle de chacun des K„ en vertu du 
Theoreme 6 ; d'ou I'equivalence (i) du Lemme. 

Ce point acquis, interessons-nous a la 2-birationalite de L. D'apres la formu- 
lation (Hi) donnee par le Theoreme 12. celle-ci se caracterise par la 2-rationalite 
de K, la 2-decomposition de L/K et le trivialite du 2-groupe des classes logarith- 
miques C£l ; et il s'agit simplement de verifier que ces conditions se propagent 
le long de la tour cyclotomique L^/L. Or : 

(i) La 2-rationalite de Kn se lit indifferemment a n'importe quel etage de la 
tour en vertu du point (i) ci-dessus. 

(ii) Si K est 2-rationnel, il admet une unique place dyadique [ et il en est de 
meme pour chacun des Kn ; I'unique place dyadique [„ de Kn se decompose 
dans Ln/Kn si et seulement si [ est decomposee dans L/K. 
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(iii) Enfin, le 2-groupe des classes logarithmiques CIl etant le quotient des 
copoints fixes par F = Gal{L'^/L) de I'abelianise du groupe de Galois de 
la pro-2-extension totalement decomposee maximale L de L {cf. [5, G]), la 
trivialite de C£l affirme tout simplement I'egalite L = L;ce qui se lit encore 
a n'importe quel etage de la tour, puisque L est aussi la pro-2-extension 
totalement decomposee maximale de chacun des i„. 

Preuve du Theoreme. Si L est 2-birationnel, son sous-corps reel K est 2-rationnel 
i.e. (par le CoroUaire 7) contenu dans un corps biquadratique Q[\/2, ^/p] pour 
un premier primitif p = ±3 mod 8. Cela etant, le Lemme 14 nous permet de 
remplacer K par n'importe quel etage fini de sa Z2-extension cyclotomique, 
done de supposer par exemple K d Q[\/2]. Distinguons deux cas : 

• Pour K[V2] = Q[V2] : 

Dans ce cas, toujours d'apres le Lemme 14, nous pouvons remplacer K par 
K[V2] = Q[V2] done par Q ; de sorte que le corps L est 2-birationnel si et 
seulement si fc = Test ; ce qui suppose, d'apres le Theoreme 12 (m) : 

(i) 2 decompose dans I'extension k/Q, i.e. d = -1 mod 8, et ; 

(ii) fc/Q ramifiee moderement soit en une place semi-primitive q, i.e. d = q 
ou 2q, avec q = ±7 mod 16; soit en deux places primitives q et q' , i.e. 
d = qq' ou 2qq' , avec q = ±q' = ±3 mod 8. 

En fin de compte, il vient d = q = 7 mod 16 ou d = qq' avec q = -q' = ±3 mod 8. 

. Pour if [x/2] = Q[x/2, ^p] : 

Dans ce cas, toujours d'apres le Lemme 14, nous pouvons remplacer K par 
L par Q[^/p, \/-d] ; d'ou par le Theoreme 12 (ii), les trois conditions : 

(i) Le corps quadratique K = Q[^/p] est 2-rationnel, i.e. on a : p e ±3 mod 8. 

(ii) Son unique place dyadique I est decomposee dans L/K; autrement dit 
soit 2 est decompose dans I'extension fc/Q, auquel cas on a : d e -1 mod 8 ; 
soit 2 est decompose dans I'extension auquel cas on a. : dp = 
-1 mod 8, conformement au schema d'extensions : 




Et, dans les deux eventualites, d est done impair. 

(iii) L/K se ramifie moderement soit en une unique place semi-primitive q, 
soit en deux places primitives q et q'. 

- Dans le premier cas la place q provient alors d'un premier q i= p ramifie 
dans k/Q mais inerte dans K /Q, auquel cas on a : d = q ou d = pq et 
(-)=-l. Reste simplement a verifier la semi-primitivite de q. Le schema 
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dec 



K[V2] 



K[^2 + V2] K'' 



dec 



dec 



2 + V2] Q= 

(oii est indique le comportement des places au-dessus de q) moiitre alors 
que celle-ci correspond a la primitivite de q, qui s'ecrit : q = ±3 mod 8. 
Dans le second cas, q et q', du fait de leur primitivite, proviennent 
necessairement d'un meme premier q i= p ramifie dans fc/Q et decompose 



dans K/Q, auquel cas on a : d = q on d = pq et (^)=+l, ainsi que la 

congruence q = ±3 qui traduit la primitivite de q. 
En fin de compte, quitte a echanger fc et fc*, on obtient d = q + p premier 
avec -q = p = ±3 mod 8 et (|) = -f dans le premier cas ; (^) = +1 dans le 
second ; ce qui acheve la demonstration. 

Remarque. Le cas (a) du Theoreme 13 redonne naturellement la classification 
des corps quadratiques imaginaires 2-birationnels donnee dans [s] (Cor. 1.12), 
ainsi que la liste des corps quadratiques imaginaires 2-logarithmiquement prin- 
cipaux etablie dans [12] (restreinte ici a ceux qui sont 2-decomposes) : 

Corollaire 15. Les corps quadratiques 2-birationnels sont les corps quadra- 
tiques imaginaires K = Q[\/-p] pour p premier de la forme p = 7 mod 16, et 
K = Q[\/-P9] pour p et q premiers p = -q = 3 mod 8. 



5 Propagation de la birationalite 

Dans le cas (b) du Theoreme 13, on a, d = q on d = -pq, de sorte que 
le corps L = K[\/-d\ provient, par composition avec K , indifferemment du 
corps quadratique iniaginaire k = Q\^^/-q\ comme du corps k* = II est 

interessant d'observer que, du fait des congruences satisfaites par p et 5, un et un 
seul d'entre eux (a savoir fc*) se trouve etre birationnel. Plus precisement, k* est 
une extension 2-birationnelle de Q qui est ramifiee moderement en deux places 
primitives, dont Tune se ramifie dans if/Q tandis que I'autre se decompose. 

Nous allons voir que cette sitation est, en fait, generale : 

Theoreme 16. Soit K un corps 2-rationnel totalement reel; L = K\\f-S\ (avec 
(5 >> dans K ) une extension quadratique totalement imaginaire et K' une 2- 
extension totalement reelle non triviale de K lineairement disjointe de la Z2- 
extension cyclotomique K'^ ; soit enfin L' = LK' le compositum.de L et de K' . 
Alors : 

(i) Si L'/K' est 2-birationnelle, Vextension L/K ne peut elle-meme etre 2- 
birationnelle que si sont reunies les deux conditions suivantes : 

(a) L 'extension K'/K est aussi quadratique : [K' : K] = 2. 

(b) L 'extension L/K verifie I'une des deux proprietes qui suivent : 

(bl) ou bien L/K est ramifiee moderement en une unique place primi- 
tive q, laquelle est inerte dans K'/K ; 

(b2) ou bien L/K est ramifiee moderement en exactement deux places 
primitives pet q et Vextension quadratique K'/K est ramifiee modere- 
ment en exactement I'une de ces deux places et decomposee en I'autre. 
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(ii) Reciproquement, lorsque les conditions ci-dessus sont reunies, la 2-hira- 
tionalite de L/K se propage a L'/K' . 

En particulier : 

Scolie 17. La propagation de la 2-hirationalite par 2-extension du corps de base 
ne pent se faire que par extension quadratique. 

Scolie 18. Cette propagation ne pent se faire que si I'extension de depart L/K 
est ramifiee moderement en deux places primitives. 

Preuve du Theoreme. Supposons d'abord L' jK' 2-birationnelle. Le corps K' est 
alors une extension 2-rationnelle de K . Et, comme nous I'avons supposee li- 
neairement disjointe de la 2-extension cyclotomique K'^/K, le Theoreme 6 nous 
assure que I'extension K' j K est moderement ramifiee en une unique place mo- 
deree p, laquelle est primitive dans K. Plus precisement, il resulte de I'hypo- 
these de disjonction lineaire que la place p est totalement ramifiee dans K'/K 
(puisque la pro-2-extension 2-ramifiee oo-decomposee maximale de K est K'^). 
En particulier, I'unique place p' de Li' au-dessus de p est primitive dans K' . 
Considerons le schema d'extensions : 

L = K[V^] L' = LK' 



K K' 

Et examinons les deux possibilites decrites dans le Theoreme 12 {ii) : 

• L'/K' est ramifiee moderement en une unique place semi-primitive q'. 

Dans ce cas, q', qui n'est pas primitive, est distincte de p' et provient d'une 
place q de K qui se ramifie dans L/K mais ne se decompose pas dans K'/K. 
Ainsi q est (totalement) inerte dans K'/K, ce qui montre deja que K'/K est 
necessairement cyclique. Plus precisement, puisque q' est semi-primitive dans 
K', son degre d'inertie est (au plus) 2 et q doit etre primitive. Ainsi d'une 
part K'/K est quadratique; et d'autre part L/K, qui est ramifiee en la place 
primitive q, des lors qu'elle est 2-birationnelle se ramifie aussi en une autre place 
primitive (toujours en vertu du Theoreme 12 (ii)), laquelle ne pent etre que p. 

• L' / 1\' est ramifiee moderement en deux places primitives q'j^ et qj. 

Dans ce cas, q'j^ et qj proviennent soit d'une meme place primitive q de K , soit 
de deux places primitives qi et q2 distinctes, qui se ramifient dans L/K. 

Dans cette derniere hypothese, ni qi ni q2 ne pourraient se decomposer dans 
K'/K, car L'/K' serait alors ramifiee moderement en quatre places; elles ne 
pouraient non plus presenter de I'inertie, car q'j^ ou q2 ne serait plus primi- 
tive dans K' ; elles seraient done toutes deux totalement ramifiees dans K'/K, 
contrairement au fait que p est la seule place moderee ramifiee dans K'/K. 

II en resulte que q^^ et qj proviennent necessairement d'une meme place 
primitive ({ de K dont I'indice de decomposition dans K'/K est egal a 2 et 
le degre d'inertie 1, puisque q'j^ et qj sont primitives dans K' . De plus, q est 
distincte de p, sans quoi q'j^ et qj ne seraient pas ramifiees dans L' /K' , done non 
ramifiee dans K'/K. 
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En resume [K' : K] est egal a 2 et c\[ et q'2 proviennent d'une meme place 
primitive de K ramifiee dans L/K et decomposee dans K'/K. Comme dans le 
cas precedent, L/K, qui est ramifiee en la place primitive q, des lors qu'elle est 
2-birationnelle se ramifie necessairement en une autre place primitive (toujours 
en vertu du Theoreme 12 (ii)), laquelle ne pent etre que p. 

Interessons nous maintenant a la montee en supposant L/K 2-birationnelle 
ramifiee moderement en deux places primitives p et q, dont I'une, disons p, est 
I'unique place moderee ramifiee dans I'extension quadratique K' / K . Et exami- 
nons successivement les deux possibilites recensees plus haut : 

• La place q est inerte dans K'/K. 

Dans ce cas, la place q' de K' au-dessus de q est semi-primitive dans K' et 
c'est I'unique place moderee ramifiee dans L'/K', puisque p, qui est totalement 
ramifiee dans K'/K, ne pent I'etre aussi dans L'/K, son sous-groupe d'inertie 
etant cyclique. Ainsi K' est bien 2-rationnel en vertu du Theoreme 6 et L' est 
2-birationnel d'apres le Theoreme 12 (ii). 

• La place q est decomposee dans K'/K. 

Dans ce cas, les deux place q'l et qj de L' au-dessus de q sont encore primitives 
et ce sont les seules places moderees qui se ramifient dans L'/ K' , puisque, comme 
precedemment p, qui est totalement ramifiee dans K'/K, ne pent I'etre aussi 
dans L'/K. On conclut comme plus haut que L'/K' est 2-birationnelle. 

6 Tours d'extensions 2-birationnelles 

Le Theoreme 16 limite aux seules extensions quadratiques la possibilite de 
realiser la propagation de la 2-rationalite par 2-extension (galoisienne) du corps 
de base K. Mais il laisse ouverte la possibilite de construire des tours infinies 
(done non galoisiennes) de telles extensions. Comme chaque montee quadratique 
n'est possible qu'a partir d'une extension birationnelle L/K biramifiee modere- 
ment, la seule contrainte pour que la construction puisse se poursuivre est de 
ne fabriquer a chaque etage n que des extension birationnelles Ln/Kn qui soient 
encore biramifiees. 

En d'autres termes, la question de la propagation indefinie de la 2-birationa- 
lite se ramene a construire, pour une extension 2-birationnelle L/K donnee, 
ramifiee moderement en exactement deux places primitives p et q, une extension 
quadratique totalement reelle K' de K decomposee en q et ramifiee moderement 
en p seulement (la ramification sauvage etant indifferente) . 

En vertu de la theorie 2-adique du corps de classes, une telle extension existe 
si et seulement si le 2-groupe des ooq-classes 2p-infinitesimales est non trivial. 

Regardons si c'est bien le cas. Rappelons le contexte de notre etude : 

1 . K est un corps de nombres totalement reel qui est 2-rationnel ; ce qui pent 
se traduire par les deux proprietes suivantes : 

(a) K possede une seule place dyadique I ; d'ou : [Ki : Q2] = [K : Q] = r ; 

(b) sa 2-extension abelienne 2-ramifiee 00-decomposee maximale est sa 
Z2-extension cyclotomique K'^ ; ainsi le groupe d'ideles qui definit 
I'extension cyclotomique est donnee par la formule suivante : 
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2. L est une extension quadratique totalement imaginaire de K qui se ramifie 
moderement en exactement deux places p et q, qui sont primitives. En 
termes ideliques, cette primitivite s'ecrit : 

Jk = JkT^kp = JkT^k^ 

Cela etant, nous cherchons une extension quadratique K'/K satisfaisant les 
quatre proprietes suivantes : 

(i) elle est ramifiee moderement en p seulement, 

(ii) elle est decomposee en q, 

(iii) elle est non decomposee en 2, 

(iv) elle est completement decomposee a I'infini (i.e. totalement reelle). 

Pour I'instant, considerons la 2-extension abelienne maximale N de K qui 
est totalement reelle, p-moderement ramifiee et q-decomposee. Le sous-groupe 
d'ideles qui lui correspond est ainsi : 

n Air( n Mt)7?.A',7^K• 

r|oo r+lpoo 

Et il vient done : 

Gal{N/K) = Jk/ U t^.TlK^TlK ^ Mp/^p n ( n ti.TlK.nK), 

t+pl r+pl 

en vertu des egalites rappelees plus haut : 

Jk = Jk'R-k^ et Jk = U ^^^Ti-K- 

Dans le quotient obtenu, les ideles principaux (i.e. les elements de TZk) qui ap- 
paraissent au denominateur sont dans H A^r : ce sont des q-unites infinitesimales. 

Or, nous avons ici : 

Lemme 19. Dans un corps de nombres 2-rationnel totalement reel, pour toute 
place moderee q de K le pro-2-groupe £^ des c\-unites infinitesimales est trivial. 

Preuve. II s'agit de verifier que I'image locale S[(f ) du 2-adifie f = 1j2®zE'^ du 
groupe des q-unites de K est encore un Z2-module de rang r = \K : Q]. Pour voir 
cela, observons que isT, puisqu'il est presume 2-rationnel, verifie la conjecture de 
Leopoldt ; autrement dit que le 2-adifie groupe des unites £ = 2,2 ®z E s'injecte 
dans le groupe des unites locales attache a I'unique place dyadique i de K . 
En particulier £, qui est de rang r - 1 = \K : Q] - 1, s'envoie avec un indice 
fini dans la preimage Ul dans Ui du groupe /X2 = {±1} des racines de I'unite 
pour la norme arithmetique v = N^/q- Soit alors x I'image canonique dans f 
d'un generateur arbitraire d'une puissance principale de I'ideal q. La norme x'^ 
est (au signe pres) une puissance non triviale de A'^q, et son logaritmhe 2-adique 
n'est done pas nul. De sorte que le Z2-module S|(f ), qui contient si{£) et si(x), 
est de rang au moins (r-l) + l = r;et finalement de rang exactement r, tout 
comme Ui. En d'autres termes, le sous-module £^ des q-unites infinitesimales 
est bien trivial. 

Ce point acquis, nous avons obtenu : 
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Proposition 20. Pour toute place primitive q d'un corps 2-rationnel totalement 
reel K , la 2-extension abelienne maximale N de K qui est totalement reelle, q- 
decomposee et ramifiee moderement en une unique place p i= C{, est cyclique, de 
groupe de Galois : 

Gal{N/K) ~ ^i^. 

En particulier, N/K contient une unique sous- extension quadratique K'/K . 

II suit de la que, sous les hypotheses de la proposition, I'unique sous-extension 
quadratique K'/K de N/K est I'unique extension quadratique qui satisfait aux 
conditions (i), (m) et (iv) listees plus haut. Reste a voir si elle verifie egalement 
la condition (Hi) qui postule I'existence d'une unique place dyadique dans K' . 
Or c'est la qu'intervient precisement la condition de primitivite de la place p, 
que nous n'avons pas utilisee jusqu'ici : les resultats sur la propagation de la 
2-rationalite rappeles dans le chapitre 1 assurent que K' est encore 2-rationnel 
si et seulement si la place p est primitive dans K. Lorsque c'est le cas, K' ne 
pent alors contenir qu'une seule place dyadique; et la condition (Hi) est, de ce 
fait, automatiquement verifiee. 

L 'ensemble de cette discussion pent done se resumer comme suit : 

Theoreme 21. Soient K un corps 2-rationnel totalement reel et L une exten- 
sion quadratique 2-birationnelle totalement imaginaire de K ramifiee modere- 
ment en deux places primitives p etq. II existe alors exactement deux extensions 
quadratiques K'/K totalement reelles, 2-rationnelles et ramifiees moderement, 
telles que V extension composee L' = LK' soit 2-birationnelle : celle qui est rami- 
fiee moderement en p et decomposee en q ; et celle qui est ramifiee moderement 
en q et decomposee en p. 

Comme vu plus avant, I'extension L'/K' verifie a son tour les memes hypo- 
theses que I'extension de depart. Iterant le theoreme, on obtient ainsi : 

Scolie 22. Sous les hypotheses du theoreme, il existe une infinite de tours infi- 
nies d' extensions relativement quadratiques K c Ki c K2 c ■■■ c Ki c ■■■ de corps 
2-rationnels totalement reels telles que les extensions composees Li = LKi pour 
i € N soient 2-birationnelles. 

II convient, en effet, a chaque etage i e N deja construit, de choisir celle des 
deux places primitives du corps Ki ramifiees dans Li/Ki qu'on autorise a se 
ramifier moderement dans I'extension quadratique Ki^i/Ki. 

7 Appendice : identites du miroir 

II pent etre instructif de relire les resultats ci-dessus a la lumiere des identites 
du miroir qui fournissent une seconde preuve du Theoreme 21 

Reprenons pour cela les calculs effectues plus haut : I'isomorphisme donne 
par le corps de classses 

Gai(iv/i^) ^ ^ip/^ip n ( n nvn^nK), 
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nous assure que I'extension N fK est cyclique (eventuellement triviale). Posons 
S = {qoo} et T = {[p}. Par construction, le groupe de Galois Gd\{N I K) s'identi- 
fie alors au 2-groupe des ^-classes T-infinitesimales C£y ; et le resultat precedent 
se lit tout simplement : 

rgsC^ < 1- 

Nous allons a present minorer ce rang grace a la formule de reflexion de Gras 
(c/. Th. 4.6, p. 45 de [3]). 

Reprenant les notations de Gras, nous avons : 5* = {qoo}, T = {Ip}, 5*0 = {q}, 
T2 = {[}, 52 = et = ; done : 

rg2 Cl^T - rg2 J = |r| + [A^, : Q2] - r - |5o| - |Ao<,| = 2 + r - r - 1 - = 1 

De cette formule, il suit en particulier : 

rg2C4>l; 

de sorte qu'en fin de compte nous avons simultanement : 

rg2C4 = l et C£f^^^ = l. 

Le groupe C£^ est done cyclique mais non trivial (comme nous I'avons deja 
etabli a I'aide du lemme d'independance 19 plus haut), tandis que le ^-groupe 
C^|[i''j-'^ des {lp}-classes {q}-infinitesiniales, lui, est necessairement trivial. 

De I'identite rg2 C£^ = 1, on conclut qu'il existe une unique extension quadra- 
tique K' I K qui est non-ramifiee moderement en dehors de p et ooq-decomposee. 
II reste alors a verifier que cette extension est effectivement ramifiee en p et 
qu'elle est non decomposee en 2, pour qu'elle realise la propagation de la 2- 
birationalite.Or : 

- Le premier point est evident, puisque le groupe de Galois Gal(A^/_ft') est 
engendre par I'image du sous-groupe d'inertie de la place p. 

- II reste a voir que la place dyadique I est non decomposee. Pour cela, 
reprenons le raisonnement precedent en echangeant les roles de p et de 
q. Ce faisant, nous obtenons : rg2C£^^^^ = 0, i.e. C^j^^'^j-'^ = 1 ; ce qui est 
precisement le resultat attendu. 

En conclusion, nous retrouvons le fait que pour un couple de places p et q 
primitives fixe, il existe une unique extension K'/K verifiant les hypotheses du 
theoreme 16 et permettant la propagation de la 2-birationalite. 

De ce fait, ce processus peut etre reitere a I'infini et ainsi nous pouvons 
construire des extensions K' de K de degres arbitrairement grands, disjointes 
de la Z2-extension cyclotomique, de telle maniere que le corps L' obtenu soit 
encore 2-birationnel. 
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